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Sei M ein Matching in einem Graphen GG. Dann gilt fiir jeden M-Augmentierenden Pfad P dass er
Lénge mindestens |M|/2 hat.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:

Wabhr O

Falsch b4)

M
O——— (8

\ ab\a Mn\‘ltfe‘\*el‘ Pﬂ"d

S ———
Sei (7 ein 3-farbbarer Graph. Dann kénnen wir fiir jeden Knoten v € V den induzierten Graphen auf der
Nachbarschaft von v, G| N (v)|, mit zwei Farben férben.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:

Wahr @

Falsch O

DO\ 6 3_p&-rlol)0¥‘/ ﬂx{_d’l\(rl' Gl"\c, F:(;\rLMh) Von
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Wom vie e L] eine Forbe (0B ) g,
'(aw- I<Lia L IA (D(J’(V)] dicSt. Fﬂf‘LL "\bloeh, ﬂlcm Aic



ktml‘t iv,u] e_xis"icr".

7 s CLVG)) 2- (PEJ”LLQ\ sen.

Jeder Baum ist bipartit.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:
Wahr

Falsch

Bau—h lr_Sl— Qflq Ll’ells(pru'en 2. GMPL,

Se'\ vel (AT Leliclpl',er k“d“'\ im Grqu\_ J‘l:l €intm
BFS von aus, kémnen i ohme weteres die 2 dis-

JunLhﬂ Tﬁl'(,hEhQEh Aw R= V p;wﬂ(’,h .

BFS — Roum

DO\ G krt:sl‘(u' I'S"’ e-'(lls"l'!fl' ke;nl_ kan"e_ innWUa Von
A (vesp. R), (Sbns“ \ﬂ/duspruol.).

Sei (7 ein vollstandiger Graph mit einer Gewichtsfunktion auf den Kanten, sodass das Gewicht jeder
Kante mindestens 1 ist. Angenommen, dass eine optimale TSP-Route in (G Kosten 10 hat.

Geben Sie eine bestmagliche obere Schranke auf die Kosten eines minimalen Spannbaums in G.

VeeE d()=1.

PDa dic TSP-Route ein veis ik )(ﬁmev\ e mind . A Kmbe
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Angenommen, (G ist ein Graph, der eine Eulertour enthélt, und die Anzahl Knoten von G ist gerade.
Dann enthélt G ein perfektes Matching.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:

Wahr O

Falsch 4

6632!4 LCI'SEI'Ll:

AV V=3

Der Satz von Dirac impliziert, dass Graphen, welche einen Knoten mit weniger als % Nachbarn besitzen,
keinen Hamiltonkreis haben.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:

Wahr O

Falsch (h7)

(o)
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Jeder Graph auf n Knoten ist n-farbbar.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:

Wahr &
Falsch O

lﬁ/l.r gelaen J‘U(Qm knoft,h @ine Z,l'gehe_ Forle.



Sei T" ein Spannbaum in GG. Sei e € F eine Kante, die nicht in 7" enthalten ist. Dann ist e keine Briicke.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:
Wahr

Falsch

SC; G':(V’E) Vlv\"(- QGE e:nt Rh:b"(.
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Fir einen bipartiten Graphen G = (A @ B, E) gilt genau dann |N(X)| > | X| furalle X C A, wenn es ein Matching M der Kardinalitat
|M| = |A] gibt.

Bitte wahlen Sie eine Antwort:
Wahr v

Falsch

Satz: (Hall, Heiratssatz)
Ein bipartiter graph G=(AuB, E) enthalt ein
Matching M der Kardinalitat [M|=|A| gdw
v XCA : |X] = [IN(X)|



Fir das metrische TSP-Problem gibt es einen 2-Approximationsalgorithmus, aber keinen 4-
Approximationsalgorithmus

Bitte wahlen Sie eine Antwort:
Wahr

Falsch
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Sei G ein zusammenhéngender Graph, und sei v ein Knoten in G mit deg(v) < A(G).

Der Greedy-Colouring Algorithmus benétigt hochstens A(G) Farben um G zu farben, wenn er fir eine
Knotenreihenfolge angewendet wird, in der v als erstes gefarbt wird. Bitte wahlen Sie eine Antwort:

Wahr O

Falsch
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BFS fur alternierende Pfade: o LaC

Input: bipartiter Graph G = (AwB,E), Matching M

Output: (klrzester) augmentierender Pfad, E\ M
falls solche Pfade existieren -

Lo := {undberdeckten Knoten aus A M
Markiere Knoten aus L als besucht.

. L C
fori=1to n.-:‘thA E\M

if i ungerade t
Li := {unbesuchte Nachbarn von Li.1 Ly C
via Kanten inIE T M)

else (falls i gerade)
Li := {unbesuchte Nachbarn von L
via Kanten inj}]
Markiere Knoten aus Li als besucht. o) In €

if ein Knoten v in L; ist nicht Uberdeckt

then return Pfad zu v (backtracking)
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LG FVDLLAC}«,, nur O(ll/l + lEI)
e Alle Pfade in S haben dieselbe minimale Lange k (d.h. k ist die Lange
eines kiirzesten augmentierenden Pfades).

e Alle Pfade in S sind paarweise disjunkt. (‘k)

e S ist inklusionsmaximal mit dieser Eigenschaft, d.h. es lasst sich kein
weiterer augmentierender Pfad der Lange k zu S hinzufiigen, ohne die
zweite Bedingung zu verletzen.

¥ = QOV al Pes:
M= MK EP

Satz 1.49. Der Algorithmus von Hopcroft und Karp durchlauft die
while-Schleife nur O(4/|V|) Mal. Er berechnet daher ein maximales

Matching in einem bipartiten Graphen in Zeit O(/|V| - (|V| + |E|)).

F!hol@n Aer L| \AmL Ba&l-rm,(;na gel-l' qu“ls h
O(W)+E)
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Definition 1.56. Eine (Knoten-)Farbung (engl. (vertez) colouring)
eines Graphen G = (V, E) mit k Farben ist eine Abbildung c: V — [k],
sodass gilt

c(u) # c(v) fiir alle Kanten {u,v} € E.

Bsp.

Die chromatische Zahl (engl. chromatic number) x(G) ist die mi-
nimale Anzahl Farben, die fiir eine Knotenfarbung von G benotigt
wird.

Au-ernuh'v .

Aquivalente Formulierung: x(G) =k gdw. G k-partit

7

<+

Spezialfall: x(G) =2 gdw. G bipartit

[}_tl,f_: L ‘“WHL - L*" Parl‘;i‘
A B 32— ph}
_E‘_S_l’_:: lo;rar’*l" A1 A2

2 — vkt R



Satz: Fir jedes k > 3 ist das Problem
»,Gegeben ein Graph G = (V, E), gilt x(G) = k ?¢

NP-vollstandig.

Alternativen?

Exponentieller Algorithmus?  Ja, mit Inklusion/Exklusion. (Polynomieller
Speicher und Zeit O(2.2"))

Approximationen? Nein. FUr jedes € > 0 ist es NP-schwer,
eine n'-e-Approximation zu finden.

Spezialfalle? Ja. Wir werden einige Arten von Graphen
sehen, fur die es gute Algorithmen gibt.

Satz 1.59 (Vierfarbensatz). Jede Landkarte lasst sich mit vier Farben
farben.

\/U‘ﬂ*dﬂn vir's mal  2u (05@.,\

GREEDY-FARBUNG (G)
1: wahle eine beliebige Reihenfolge der Knoten: V = {v;,...,v,}
2: clvi] «1
Bfori=2toi=ndo
4: c[vi] — min{k € N| k # c(u) fiir alle u € N(v;) N {vy,...,vi 1}

Satz 1.60. Sei G ein zusammenhangender Graph. Fiir die Anzahl Far-
ben C(G), die der Algorithmus GREEDY-FARBUNG benétigt, um die
Knoten des Graphen G zu farben, gilt

x(G) < C(G) <A(G) +1.

Ist der Graph als Adjazenzliste gespeichert, findet der Algorithmus
die Farbung in Zeit O(|E|).



Sei X d.Q-r k”l@fev\ p..‘l‘ ieb(x): D(G)'
lh sohilimmelen Fall San alle dadbaren gbon gefarkl,

weénn Wi X p.l).t’Ler\ Wa“cn.

Beobachtung:
Gilt fur die (gewahlte) Reihenfolge  |N(vi) n {vi,..., Vil <k v2<i<n,
dann bendtigt der Greedy-Algorithmus héchstens k+1 viele Farben.

Heuristik:
vn = Knoten vom kleinsten Grad. L&sche vn.
vn-1 := Knoten vom kleinsten Grad im Restgraph. L&sche vn.1. lteriere.

Falls G=(V,E) erfullt:
In jedem Subgraphen gibt es einen Knoten mit Grad < k
= Heuristik liefert Reihenfolge vj,...,v, fur die der Greedy-

Algorithmus hoéchstens k+1 Farben bendtigt

Satz: Einen 3-farbbaren Graphen kann man
in Zeit O(|V| + |E|) mit O(y/|V|) Farben farben.

Algorithmus:
While es gibt Knoten v, der > mungeférbte Nachbarn hat:

Farbe v mit neuer Farbe und seine Nachbarn mit 2 weiteren neuen Farben.
Losche alle gefarbten Knoten. Der Restgraph hat Maximalgrad A < \/|I_\
Farbe verbleibende Knoten mit Greedy-Algorithmus mit A + 1neuen Farben.

Satz 1.64 (Satz von Brooks). Ist G = (V| E) ein zusammenhdngender

Graph, der weder vollstandig ist noch ein ungerader Kreis ist, also
G # K, und G # Cy41, so gilt

X(G) <A(G)

und es gibt einen Algorithmus, der die Knoten des Graphen in Zeit
O(|E|) mit A(G) Farben farbt.
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Definition 2.1. Ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum ist bestimmt
durch eine Ergebnismenge QO = {w;, w,,...} von Elementarereig-
nissen. Jedem Elementarereignis w; ist eine (Elementar-)Wahr-
scheinlichkeit Pr[w;] zugeordnet, wobei wir fordern, dass 0 < Pr{w;] <

1 und
Z Prlw] = 1. <

we

Eine Menge E C Q heisst Ereignis. Die Wahrscheinlichkeit Pr[E]
eines Ereignisses ist definiert durch

Pr[E] := Z Pr(w].

wEE

Ist E ein Ereignis, so bezeichnen wir mit E:= O\ E das Komplemen-
tarereignis zu E.

‘V‘ O(J‘escf Vorlesl"‘g ik meistens ewl(;cln, L
aba&hl\nr— lAnem(licL. (80 t;locr‘alotilqumrth oueuﬁcm brelken
Sclm'era'glceil'v\ o} p Aic in dieser Vbrltsunj w'cu' behendeld
WCN\Ch.)

Bhlc-' th Vo“sl“t:ml-'st. (ma"\tmall‘wl‘c) De&ol'f'f'.!*'"& elhes
W'keitroumes i bei den Mmeisten An wendungen  rechl
umstondlich und lkorhpli ziert,

E_Sf. kmr'-enspn'el o 2we Spiele~ Jc s kar-h'.r\ erLaH‘eh.

Q = {XY)[X,YCCXNY=0,[X[=]Y]=5,
wobei C ={&, H,0, O} x {2,3,...,9,10,B,D, K, A}}.

Da ¢ ine Solok exp,isz Dar_sl-cllvng m}'\l\sws. Sein I(hhv\)
verzichhttk pon "li;'.u',;'j Aaronl.
All&rdin_c,s Solu’t S‘|’¢"§ Llarstl"\, wie el."‘l soche Dar,skuunj
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(aber ea'mlwl—l'g) de_[. inleren.
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Gashatl E={(X,Y)e Q | X={(fi,w),...,(fs,ws)}
und wy = ... =wy = A}

Diese| inlecrelle Schrcbicise |komnen |win ant.
wit Polgb verwendea:
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Definition 2.8. A und B seien Ereignisse mit'Pr(B] > 0. Die bedingte
Wahrscheinlichkeit Pr[A|B] von A gegeben B ist definiert durch

Pr[A N B]

Pr[A|B] := PrB]

taoslide Erelgnisse ein-
geschrankt aul B.

Q.
W f\| Mlﬁl«(’f An"(:'l. ch-um I's#
ook in A 2

— Pr(AlR]



Brk: P-[81B) =1, PleiE]=0
Pr [Al 2= p.[A]
Hawlig bebrach b ton Pel 2.3 ia einer andec Forn:
Pr[A N B] = Pr[B|A] - Pr[A] = Pr[A|B] - Pr[B]. (2.1)
Dann Aet  Pr[R) 20 stin. (Lw. P-[A]20)

J)Vn li;nnen vic dies n-ml  erweitern und echulfen

Satz 2.10. (Multiplikationssatz) Seien die Ereignisse A;,..., A, ge-
geben. Falls Pr[A;N---NA,] >0 ist, gilt

Pr[A;,Nn---NA,] =
Pr[A;] - Pr[A,|Aq] - Pr[A3lA1 N Ay - PrlAqJAr NN AL

Vﬂh ((2 '4) Lt;m\cn Wic ancl l‘o‘yem‘e-\ SCLlussfo(jerh.

Satz 2.13. (Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit) Die Ereignisse
(4)A1, ..., A, selen paarweise disjunkt und es gelte
Dann folgt

Pr[B] = Z Pr[B|A;] - Pr[A].
=

nalog gilt fiir paarweise disjunkte Ereignisse A;, A;,... mit B C
Uz, Ay, dass

Pr[B] = Z Pr[B|Ai] - Pr[A;l.
=

Aus (4) Jolb AnB,A0B, . AAB

Paar weise do'sjlmlck



e @) Lty B=i\2£A;na)

Z W~ E r‘l'nV\Erm\j :

Satz 2.3 (Additionssatz). Wenn die Ereignisse A;,...,A, paarweise
disjunkt sind (also wenn fiir alle Paare i # j gilt, dass A; N A; = 0),
so gilt

Pr [O Ai] =Y PrlAjl.
i=1 i=1

ur eine unendliche Menge von disjunkten Ereignissen A;, A;,... gilt
analog

Pr [G Al] — i PI[AI]

i=1



Auws den Safz de fohalen Wakesdenlitked wa  (2.4)

pOl \_ Satz 2.15. (Satz von Bayes) Die Ereignisse A;,..., A, seien paarwei-
9 se disjunkt. Ferner sei B C A; U ..U A,, ein Ereignis mit Pr[B] > 0.

Dann gilt fiir ein beliebiges i =1,...,n
Pr[A; N B] Pr[B|A;] - Pr[Ai]
Pl'[Ai B] = — n .
| Pr([B] 2 Pr[BIA] - Pr[Aj]
’Analog gilt fiir paarweise disjunkte Ereignisse A;,Az,... mit B C
>, Ay, dass
Pr[A; N B Pr[B|A;] - Pr[A;
Pr[A,[B] — rl[AinB] _ ocJr[ |Ail - Pr[A{] .
\ Pr[B] > 2 Pr[B|Aj] - Pr[A]]

Wn a\ol'\bin1|'ﬁ ket

V'.P Dl[pl'm'crcn M"“l’l"o"ﬁgktll e [\"lﬂ'-
Definition 2.18. Die Ereignisse A und B heissen unabhangig, wenn gilt

Pr[A N B] = Pr[A] - Pr[B].

\ﬂ/('nn P P[B_)*O L5rw£n vic o des DQF to(bemlcs
polgu‘m

Pr LAa R) = P-[A) P-lB]

P-lAAR])
> EEryro. = PrIA) (Pr[l?] * o)
-~~~
P Epa S,

Dies,c. Dﬁplﬂll‘l‘m von uVl&LL&ngiaLef" I.Sl'
E\v‘uivalenl’ (<=?) 2u Del. 2.1, glw. P- (&) x0.
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QA= L( K, K)/ (K) 2); (zlk)l (2 2)‘5

A:: : 4. War | 2206‘ I‘wﬁ " fe i(kll)/(k)k)})
B =

1 Wok 2eigh kb (= (K4, (2401)
CF "Dl' 2 Wirle Sind rxlafedeql' = 2 ¢,k )
¢ 2vide s osticen” (= § (1,2), (2,0

PelAab)- BlilgWT )= £= 2§ = P[0 -Ps)
PelbaC)= 2 = -3 =Pl RO
PrlBaC)= 5 =3-3 = P[] - PeLc)

NS Ny

— A,b sied MnaLh";"b'.b- D;C‘ si-d u"“"l';"ﬁ"ﬁ'
A,L SiaA unthany'a-

ALCI‘: A, B,C 51nd \m‘cl.‘- uha\:l\ilnﬁi,,
lns besodere glt, less ttm 2 gickelen ; das 3. Ereignis
nich | einbrelen "ann, Aot Aq Bn(_""¢ _

= PelAalaQ) =0 % £ = PTaY-Pi8) P

Paacieist uuaLLﬁ-ng-'& kel ist nich}  ausreidewt,

Definition 2.22. Die Ereignisse A;,..., A, heissen unabhangig, wenn
fiir alle Teilmengen I C {1,...,n} mit I = {i,,..., 1} gilt, dass

PI[Ai] AEEERS! Aik] = PI[Ai]] cee PI[Aik}. (22)

Eine unendliche Familie von Ereignissen A; mit i € N heisst unab-
hangig, wenn (2.2) fiir jede endliche Teilmenge I C N erfiillt ist.



AuQ Tﬁlt Meéngen alo?/rfl;t(n/laacolmm l((;hnh- oo
mik Bitsheings (w: he' Hanillon DP Wedie 02 50__&-5})

Lemma 2.23. Die Ereignisse A;,..., A, sind genau dann unabhangig,
wenn fiir alle (sq,...,s,) € {0, 1}" gilt, dass

Pr[A{' N ... N AS] = Pr[AS'] - - Pr[As], (2.3)

wobei A? = A; und A! = A;.

Mk [t L&hmc.

Lemma 2.24. Seien A, B und C unabhangige Ereignisse. Dann sind
auch AN B und C bzw. A U B und C unabhangig.

Bew s (_Sfcl'l(_ SLPJ'p'“ §. ’(0))

BY’I,(: A"SJ‘MMI(L Q@ (,m“‘ol,.:,,j.\'?
Mﬂubhc:nbn"tj ‘A@v dI'SJ.bInLI'

2\42 all svan ubolen

Eine_ Zupallswru'alalt X i C;nc Fm‘:'—.‘oh

X: Q— Ik

l/t/n r p(ef.'m‘crc»\ (pur d:'s,:fe,‘( \A/'Lta'Lsraur«c) o(en
Wtrh_‘oere-'oL E;her 2ufollsvarsbLlci

Wx: izeR \ Jwe ] mit X(W) =z } (é X(_Q))
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Wie bei den Beschreibungen dler W'keiksraume
l\&ben sich ovundh Lei clen zhrnllsvanl'a‘oltn el'hn'at kthenhoheh
&ingc‘g&rgeﬁl',

lﬂel's{‘ﬂhs l‘h"ere»l‘er‘eh Wir uns pv\r‘ Erel'jnissc. wo o(ie Zu()allsvnriublc
Cinen Gewisen Wert annimmt.

b €= fuea) Mmyt (= X7 (o))
(Meiskns Scl-r(l'loev\ wis aber 'x=b' . (;nl'v\l.,‘l'l/er‘)
=P pr(EUJ-—' Pr[X=3:|
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Le R—01) x> Pl=x)

Ver l’e,\' thjS(“ {‘ ua H—.‘,..)
FeR—=[o1], x+ 2 Prlx-1]
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Aufgabe 1 — Zufdilliges Kantenziehen

In dieser Aufgabe sollen Sie einen effizienten Algorithmus entwickeln, um in einem Multigraphen
zufillig und gleichverteilt eine Kante zu ziehen. Die grundlegende Idee ist, erst einen Knoten v
zufillig auszuwéhlen, und anschliessend zufillig eine zu v inzidente Kante zu ziehen.

(a) Betrachten Sie den abgebildeten Multigraphen mit 4 Kanten. Zeigen Sie: Wenn Sie einen
Knoten u_gleichverteilt ziehen, und anschliessend gleichverteilt eine zu v inzidente Kante e
ziehen, dann ist e nicht gleichverteilt.

L= "¢ i 2 dapt"  (ecE)
Pr(¥]) = 2 Prltix,) Pix]

P- CY;M‘,J - P [Ye | )(,J' L) + PLYe ’XQ Pr [Xb]
\_/

|
S
i
’X
L—
*
P



(b) Sei G = (V, E) ein Multigraph ohne Schleifen. Wir ziehen einen Knoten v mit Wahrschein-
lichkeit proportional zu seinem Grad. (Formal: Wir betrachten den Wahrscheinlichkeitsraum

Q =V mit Prlu] = §E fiir alle u € V)

In einem zweiten Schritt ziehen wir gleichverteilt eine zu v inzidente Kante e. (Formal: Wir
betrachten den Laplace-Raum 2, = {e € E | v € e}.)

Zeigen Sie, dass in diesem zweistufigen Prozess jede Kante e mit Wahrscheinlichkeit 1/|E|
gezogen wird.

Pr [V | = PURIXD R 1 R G 1%, 3 ROR)

A oleyly) 1 deyly)
leqls) 2 [xl dey(v)  2le]
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